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1 Die Grundlagenkrise der Mathematik

Die �Grundlagen der Arithmetik� (Fre84) beginnen mit der Frage, was die Zahl

1 sei. Gottlob Frege geht alle ihm bekannten Antwortmöglichkeiten durch und

weist jede Einzelne als unzureichend zurück. Das einer der elementarsten Be-

gri�e der Mathematik zwar benutzt wird, aber nicht genau de�niert ist, wächst

sich zusammen mit weiteren Unzulänglichkeiten, wie die zu seiner Zeit noch

wenig formalisierte und eher intuitiv durchgeführte Beweisführung, zu einer

Grundlagenkrise der Mathematik aus. Nur auf den ersten Blick scheint dies

ein Problem zu sein, das allein die Mathematiker angeht. Denn betrachtet

man die aufgeworfenen Fragestellungen genauer, so zeigt sich, daÿ sie zutiefst

philosophisch sind. Die Mathematik durchdringt heute nahezu alle Wissen-

schaften � nicht nur mehr allein die Naturwissenschaften � und muÿ daher

dringen darüber Auskunft geben, worin ihre Erkenntnisse gründen. Zum Ende

des 19. Jahrhunderts hatten sich bereits viele Philosophen und Mathematiker

zu diesem Thema geäuÿert und eine Vielzahl von sich zum Teil widersprechen-

den Ansichten produziert. In den Grundlagen setzt sich Frege mit vielen dieser

Meinungen auseinander und weist in jeder von ihnen Widersprüche nach. Er

orientiert sich bei der Einteilung dieser Ansätze grob am Kantschen Urteils-

schema.1 Da er selbst die Mathematik als Tochter der Logik ansieht, als also

analytisch, widerspricht er damit zunächst einmal Kant, der die Mathematik

als synthetisch apriori ansah. Für eine synthtisch apriorischen Ansatz müÿte

aus Freges Sicht als Erkenntnisgrund eine reine Anschauung herhalten, die

aber schon nicht mehr geleistet werden kann bei der Zahl 100000, geschweige

denn bei Zahl oder Gröÿe allgemein.2 Er vermutet hier bei Kant eine zu enge

Auslegung der Urteilskategorie �analytisch�, denn neben den analytischen Ur-

teilen nach Kants De�nition, bei denen der Prädikatsbegri� im Subjektsbegri�

enthalten ist, sieht Frege noch weitere Urteile als analytisch an, die Kant nicht

berücksichtigt, wie z.B. das Existenzialurteil. Er illustriert dies mit Begri�-

sumfängen in einer Ebene: der Subjektsbegri� ist dann die Schnitt�äche aller

Bezirke, die die Prädikatsbegri�e bilden. Durch die Grenzziehung wird kein

neues Wissen produziert. Dem entgegnet Frege, daÿ die wirklich fruchtbaren

De�nitionen der Mathematik, wie die der Stetigkeit, so nicht funktionieren,

sondern im Gegenteil völlig neue Grenzen ziehen, deren Konsequenzen vorher

1Siehe (Fre84, S.10 f.)
2Siehe (Fre84, S.17 f.)
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nicht absehbar sind. Da aber derartige Erkenntnisse rein logisch sind, so sind

sie auch analytisch.3

Eine synthetisch aposteriorische Begründung der Mathematik hält Frege

für besonders unsinnig. Dies macht er besonders am Beispiel des Psychologis-

mus deutlich, der auf der Annahme basiert, daÿ die Denkgesetze der Logik

analog zu den Naturgesetzen funktionieren und seelische Vorgänge beschrei-

ben. Damit würde die Logik zu einem Teil der Psychologie. Da auf diese Weise

aber der Urteilende selbst im Urteil eine Rolle spielt, reduziert sich der Begri�

der Wahrheit auf ein bloÿes für-wahr-halten. Daÿ sich daraus ohne Schwie-

rigkeiten fatale Widersprüche konstruieren lassen, zeigt Frege ebenfalls in den

Grundgesetzen. Als Grundlage für die Mathematik jedenfalls wäre eine der-

artig aufgefasste Logik untauglich, denn sie wäre etwas persönliches, das bei

jedem anders aussehen könnte und würde durch die sich daraus ergebenden

Widersprüche jeden Sinn verlieren.4

Parallel zum Logizismus entwickelte David Hilbert den Formalismus,

der zwar ebenfalls streng analytisch ist, aber nach Freges Meinung völlig in-

haltsleer ist:

Zuweilen scheint man die Zahlzeichen wie Schach�guren anzusehen

und die sogenannten De�nitionen als Spielregeln. Das Zeichen be-

zeichnet dann nichts, sondern ist die Sache selbst. (Fre93, S.XIII.)

Dagegen setzt Frege, daÿ selbst eine so triviale Aussage wie �32 + 42 = 52�

einen Gedanken bezeichnet und nicht nur eine leere Regelanwendung darstellt.

Für ihn ist der Mathematiker jemand, der etwas Vorhandenes erforscht und

kein Er�nder; De�nitionen erscha�en ebensowenig ein mathematisches Objekt,

wie Geographen ein Meer erscha�en indem sie es benennen und seine Grenzen

festlegen. Der Mathematiker soll also ein Forscher sein, der neues Wissen allein

mit den Mitteln der Logik �ndet. Aber Frege scheiterte mit seinem Programm

und die von ihm ausgerufene Grudlagenkrise wurde nicht beigelegt.

Zwar entwickelte sich in den Jahrzehnten danach die Logik und die

Metamathematik erheblich weiter, so daÿ beispielsweise Beweise heute nur

noch dann Geltung beanspruchen können, wenn sie streng formal und nicht

intuitiv geführt werden, aber die Frage nach der Grundlagen der Mathematik

bleiben nach wie vor umstritten. So spricht auch noch 1921 der Formalist Weyl

3Siehe (Fre84, S. 55 f.)
4Siehe (Fre93, S. XV �.)
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von einer Krise. Und trotz noch weiterer im Laufe der Jahre vorgeschlagenen

Antworten, sind nach wie vor nicht nur die ontologischen und epistemischen

Grundlagen der Mathematik umstritten.

Ein neuerer Beitrag zu dieser Debatte stammt von Edward Zalta, der

versucht mathematische Systeme ontologisch auf Metaphysik zu reduzieren

(Zal00). Das dazu von ihm entwickelte philosophische System nennt er � al-

lerdings mit einem Fragezeichen versehen � Neo-Logizismus.

In diesem Text werde ich versuchen den Ansatz von Zalta in zweierlei

Hinsicht zu bewerten. Zunächst stellt sich die Frage, inwieweit es sich tatsäch-

lich noch um ein logizistisches Projekt handelt. An zweiter Stelle steht dann die

weitergehende Beurteilung, ob dieser Neo-Logizismus tatsächlich die Grundla-

genkrise lösen kann oder doch wenigsten einen Teil der Grundlagenproblematik

lösen kann.

Um zu diesen Beurteilungen kommen zu können und die zu lösenden

Probleme genauer herauszuarbeiten, werde ich zunächst in Abschnitt 2 die drei

klassischen Lösungsversuche und ihr Scheitern skizzieren.

Darauf folgt in Abschnitt 3 eine Darstellung von Zaltas Ansatz. Den

Schluÿ bilden in Abschnitt 4 und 5 die oben geschilderten Bewertungen und

Einschätzungen.
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2 Die klassischen Lösungsversuche

2.1 Der Logizismus5

Einen Teil der von Frege aufgeworfenen Fragen konnten von ihm selbst gelöst,

bzw. ihre Beantwortung wesentlich weiter getrieben werden. So hat er durch

den Aufbau des Prädikatencalculus die formale Beweisführung einen wesent-

lichen Schritt voran bringen können. Die Arithmetik war im 19. Jahrhundert

zwar auf den ersten Blick schon recht weit entwickelt, aber ihre Beweisfüh-

rungen basierten eher auf Intuition und gefühlter Evidenz. Ihre Grundlagen

interessierten nur wenige Mathematiker. Einer von ihnen war Gottlob Frege.

Als Leitbild schwebte ihm die Geometrie vor, die sich seit Euklid nur weniger

Axiome bediente um aus diesen ihr gesamtes Satzgebäude zu entwickeln. Da

als Axiome die Sätze gelten, die eines Beweises weder fähig noch bedürftig sind,

würde ein axiomatisches System eine unerschütterliche Grundlage auch für die

Arithmetik bilden. Aber Frege geht noch über Euklid hinaus indem er in den

Grundgesetzen (Fre93) fordert, daÿ auch die Schluÿ� und Folgerungsweisen

vor einer Ableitung aufgeführt werden.

Programm

Der Logizismus geht davon aus daÿ die Logik die allgemeinste Wissenschaft ist

und somit auch nur sie als absolut sicher angesehen werden kann. Nach Frege

ist es die Aufgabe der Logik die Gesetze des Wahrseins zu erkennen. Dies un-

terscheidet er strikt von einem bloÿen für-wahr-halten, was er wie oben bereits

angesprochen als Aufgabe der Psychologie zuweist. Für die Grundlegung der

Mathematik bedarf es dagegen der unveränderlichen Gesetze des Wahrseins,

die allein die Logik liefern kann. Sie gibt dem Forscher die Hilfsmittel an die

Hand, mit deren Hilfe er über die Anerkennung der Wahrheit von Behauptun-

gen entscheidet. Behauptungen wiederum sind das Ergebnis von Urteilen, die

ihrerseits dem Denken entspringen. Fazit dieser Argumentationskette ist, daÿ

Gedanken etwas sind, bei dem Wahrheit in Frage kommt.

Aber Frege geht bei der Charakterisierung des Begri�s �Gedanke� noch

erheblich weiter. Nach seiner Au�assung sind sie auch etwas vom Subjekt

unabhängiges, etwas, das durch das Denken erfasst und nicht erzeugt wird.

Gedanken kommt schon allein dadurch eine Wirklichkeit zu, daÿ sie unser

5Siehe (Ste01; Fre84; Fre18; Zal04).
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Handeln beein�ussen. Sie können daher nicht zur Innenwelt gehören. Da sie

nicht sinnlich wahrnehmbar sind, können sie allerdings auch nicht zu Aussen-

welt gehören. Letztlich postuliert Frege für den Ort der Gedanken ein �drittes

Reich�.

Diese epistemische und ontologische Einordnung von Gedanken ist von

weitreichender Bedeutung, da auch die Mathematik in Gedanken vollzogen

wird. Ein Beispiel dafür ist der Satz des Pythagoras, der zeitlose Geltung

besitzt und weder der Innen-, noch der Aussenwelt zuzuordnen ist. Für die

Prüfung der Behauptungen, die der Satz des Pythagoras aufstellt, wird genauso

wie allgemeineren Fall bei der Prüfung der Sätze der Arithmetik die Logik

gebraucht.

Die Ableitbarkeit der Arithmetik aus der Logik meint also nicht, daÿ die

Arithmetik analytisch im Sinne von Inhaltsleer ist. Gemeint ist vielmehr, daÿ

die einfachst möglichen mathematischen Objekte und Axiome benutzt werden

und daraus allein mit logischen Mitteln die Arithmetik hergeleitet wird. Als

alleinige Erkenntnisquelle wird nur das vernünftige Denken anerkannt. Sobald

also die Grundlagen gewählt sind, werden nur noch analytische � also tauto-

logische � Umformungen zugelassen.

Humes Prinzip6

Wie oben schon erwähnt hatte Frege alle bisherigen De�nitionsversuche des

Begri�s Zahl verworfen. Nachdem er also festgestellt hat, daÿ Zahlen weder ge-

wöhnliche Dinge, noch Anschauungen oder Vorstellungen sind, wählt er einen

völlig neuen Ansatz: Zahlen, oder genauer Anzahlen werden als Begri�e be-

trachten, die erst im Kontext eines Satzes ihren Sinn erhalten. Mit einem mo-

dernen Begri� lieÿe sich dieses Verfahren auch als linguistic turn7 bezeichnen.

Dazu unterscheidet er zwischen Funktionen und Objekten. Für die Funk-

tionen erweitert er die aus der Mathematik bekannte Methodik, bei der eine

Funktion ein Argument aus der Wertemenge in die Bildmenge abbildet. Als

Werte, bzw. Argumente werden beliebige Objekte benutzt und die Funktion

f(x) bezeichnet dann einen komplexen Namen. So lässt sich beispielsweise Paris

auch als komplexer Name schreiben, indem die Funktion Hauptstadt(x) mit

6Stepanians gibt in (Ste01) im 4. Kapitel in � 10 bis � 15 eine Einführung in Humes Prinzip
und die Konsequenzen für Freges Theorie. Ich folge hier grob seiner Darstellung, greife
bei der Beschreibung von Begri�sumfängen und Wertverläufen auf (Zal04) und (Fre84)
zurück.

7Siehe (Ste01, S. 76.)
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dem Argument Frankreich instanziert wird. Als Begri�e de�niert Frege nun

die Untermenge der Funktionen, die entweder auf das Wahre oder das Falsche

abbilden.

Die Anwendung auf Anzahlen zeigt sehr gut ein Beispiel von Frege

selbst 8: Bei �der Wagen des Kaisers wird von vier Pferden gezogen� ist �Pferde,

die den Wagen des Kaisers ziehen� der Begri� und die Anzahl �vier� das Argu-

ment, mit dem die Funktion auf das Wahre abbildet. Von Zahlen redet Frege

also in dem Sinne von �Die Anzahl x kommt dem Begri� F zu�. Er beantwortet

also die Frage nach dem epistemischen Zugang zu Zahlen mit einer Erklärung

des Sinns des Gebrauchs von Zahlwörtern. Um die Anzahl und damit den Be-

gri� der Zahl zu de�nieren, muÿ zunächst ein Identitätskriterium gefunden

werden, das klärt unter welchen Voraussetzungen

die Anzahl der F = die Anzahl der G

Frege tut dies, indem er die Aquivalenz des obigen Satzes zu dem Folgenden

postuliert:

die F sind ein-eindeutig den G zuordenbar

Diese Äquivalenz ist auch als Humes Prinzip bekannt. Das Problem an Humes

Prinzip steckt im Identitätskriterium. Um die Identität der Anzahlen links und

rechts des Gleichheitszeichens festzustellen, müssen sie bereits als Anzahlen

bekannt sein. Oder wie es Frege illustriert: es muss bekannt sein, daÿ Julius

Cäsar keine Anzahl ist. Die Antwort auf dieser in der Literatur unter dem

Namen Cäsar-Problem geführten Frage versucht Frege zu geben, indem er die

Begri�sumfänge und die Wertverläufe von Funktionen einführt.

Wertverläufe halten in Form von geordnete Paaren fest, auf welchen

Wert eine Funktion jeweils ein bestimmtes Argument abbildet. Betrachtet man

nur die Wertverläufe, die von Funktionen gebildet werden, die auf das Wahre

oder das Falsche abbilden, so spricht man von Begri�sumfängen. Einfacher

gesagt ist ein Begri�sumfang die Menge all der Objekte, die unter einen Begri�

fällt.

Ersetzt man mit Frege �ein-eindeutig zuordenbar� durch �gleichzahlig�,

so ergibt sich damit :

Die Anzahl der F ≡ Umfang des Begri�s �Gleichzahlig mit F�

8Siehe (Fre84)
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Das wegen seiner zerstörerischen Wirkung auf Freges Werk berüchtigte Grund-

gesetz V besagt nun, daÿ der Wertverlauf einer Funktion f dann und nur dann

identisch mit dem Wertverlauf einer Funktion g ist, wenn f und g alle Objekte

auf dieselben Werte abbilden.

Anders gesagt wird die Anzahl der Gegenständen in einer Menge M de-

�niert als das, was alle andern möglichen Mengen mit M gemeinsam haben. Die

Gleichzahligkeit wird demgemäÿ als ein-eindeutige Abbildung verstanden. Wie

Russell bemerkte, lässt sich daraus ein Widerspruch ableiten. Dazu konstru-

ierte er die Menge all der Mengen, die sich selbst nicht als Element enthalten.

Die Frage, ob diese Menge sich selbst als Element enthält oder nicht, führt zu

einer Kontradiktion.

Statt dem Wort Menge kann hier natürlich auch mit Frege von Be-

gri�sumfängen gesprochen werden; das Ergebnis bleibt dasselbe. Da er sich

ausserstande sah sein logizistisches Programm ohne die Verwendung von Be-

gri�sumfängen durchzuführen, muÿte er seinen Ansatz als gescheitert ansehen.

Auch Frege war schon klar, was spätere Analysen bestätigten: Star-

tet man bei Humes Prinzip, so lassen sich die Dedekind-Peano-Grundgesetze

ohne Rückgri� auf Begri�sumfänge und Wertverläufe herleiten. Dieser als Fre-

ges Theorem bekannte Teil seines Werkes gilt heute als unstrittig, da er das

Grundgesetz V nicht mehr benötigt und tatsächlich mit rein logischen Mitteln

durchgeführt werden kann. Die dabei vollbrachte Leistung ist allerdings eher

eine mathematische als eine philosophische. Denn der wesentlich gröÿere Teil

des philosophischen Gehalts liegt in der Herleitung eben dieses Humeschen

Gesetzes. Denn hier geht es um die eigentlichen Grundlagen der Mathematik.

Frege hatte geho�t mit den Begri�sumfängen die Lücke zwischen Aussagen

über Gegenstände (die mit Begri�en verknüpft sind) und Aussagen über Be-

gri�e auf rein logischen Weg zu schlieÿen. An dieser Stelle ist er gescheitert.

2.2 Der Formalismus

Eine Reaktion auf das logizistische Programm ist der Formalismus, der maÿ-

geblich durch David Hilbert vertreten wird.9 Er entwickelt seinen Ansatz aus

der Au�assung, daÿ die Objekte der Mathematik intuitiv der unmittelbaren

Anschauung gegeben sind und als solche sogar ausserhalb der Logik stehen.

Sie sind weder Begri�e, wie es der Logizismus behauptet, noch platonische

9Für die folgende Darstellung siehe hauptsächlich (Zac03) und (Raa03b, Abschnitt 1).
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Objekte. Aber sie sind auch nicht � und damit wird dem etwa zeitgleich ent-

wickelten Intuitionismus widersprochen � lediglich geistige Konstruktionen.

Die aus diesen Objekten abgeleitete Mathematik sollte aufgrund des ausserlo-

gischen Status ihrer Objekte darüber hinaus auch garantiert widerspruchsfrei

sein, denn damit ein Widerspruch entstehen kann, muÿ ja zunächst einmal die

Logik Geltung besitzen.

Indem Hilbert diese unmittelbar gegebenen Objekte als Zeichen identi-

�ziert, entwarf er eine Interpretation des Formalismus, die bis heute vorherr-

schend ist. Mit den Zeichen, beispielsweise einfache Striche, lassen sich primi-

tive Operationen wie Verketten oder Vergleichen durchführen. Diese Opera-

tionen wiederum sind als (natürlich widerspruchsfreies) axiomatisches System

formuliert. Eine wichtige Aufgabe der Metamathematik besteht dann darin,

die Widerspruchsfreiheit dieses Axiomensystems nachzuweisen. Dazu müssen

nicht nur die bekannten Paradoxa ausgeschlossen werden, sondern es muss ge-

zeigt werden, daÿ Widersprüche in dem untersuchten Axiomensystem generell

ausgeschlossen sind.

Die Widerspruchsfreiheit hat natürlich nicht nur wegen Russells Para-

dox und seine desaströse Wirkung auf den Logizismus einen hohen Stellenwert,

sondern auch allein dadurch, daÿ aus einer widersprüchlichen Theorie jede Aus-

sage ableitbar ist und sie damit nutzlos wird. Die Schlüsselrolle, die Hilbert

ihr zuweist, wird bereits 1899 deutlich, als in einem Brief an Frege eine der

grundlegenden Positionen des Formalismus formuliert: �Wenn sich die willkür-

lich gesetzten Axiome nicht einander widersprechen mit sämtlichen Folgen, so

sind sie wahr, so existieren die durch die Axiome de�nirten Dinge. Das ist

für mich das Criterium der Wahrheit und Existenz.� 10 Hilbert war also der

Überzeugung, daÿ der Beweis der Widerspruchsfreiheit eines mathematischen

Systems ausreichend ist um sowohl seine Existenz, als auch seine Wahrheit zu

beweisen.

Da der unmittelbaren Anschauung nur endliche Entitäten zur Verfü-

gung stehen, nahm Hilbert einen �nitistischen Standpunkt ein 11: Es sind ins-

besondere bei den Beweisen nur Verfahren zulässig, deren Endlichkeit klar ist.

Eine Behauptung wie n+1 = 1+n wird auf diese Weise problematisch, da sie

nicht für alle natürlichen Zahlen geprüft werden kann. Hingegen kann ein re-

kursiver Algorithmus der beispielsweise das prim-sein prüft als �nit anerkannt

10Zitiert nach (Pec02).
11Siehe (Zac03, Abschnitt 2)
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werden, wenn gezeigt werden kann, daÿ er unabhängig vom gewählten n im-

mer in endlich vielen Schritten zu einem Ergebnis kommt. Allerdings wurden

von Hilbert niemals genaue Kriterien für das �nit-sein de�niert, so daÿ es in

einigen Fällen zu Diskussionen kam.

In seiner strengsten Form klammert der Formalismus alle ontologischen

und epistemischen Fragen aus. Mathematik wird reduziert auf ein Spiel, bei

dem Axiome und Ableitungsregeln vorgegeben werden und es die Aufgabe

des Spielers (Mathematikers) ist aus diesen beiden Bausteinen neue Theoreme

herzustellen. Da Zahlen auf diese Weise auf reine Symbole, die lediglich zur

Herstellung von Symbolketten gebraucht werden, reduziert werden, hat ein

Fragen nach ihrem ontologischen Status keinen tieferen Sinn mehr. Mathema-

tische Objekte sind tatsächlich nur noch Zeichen, die ihrer Zeichenbedeutung

entkleidet sind.12 Sie sind, bzw. bezeichnen keine abstrakten Objekte. In die-

sem Zusammenhang kann nicht einmal mehr von der Herleitung von Beweisen

gesprochen werden, sondern nur noch von Zeichenproduktionen. Mathematik

wird damit zu einem algorithmischen Verfahren, in dem Logik-frei nur nach

syntaktischen Regeln Zeichenketten produziert werden. Widersprüche inner-

halb des Systems scheinen daher nicht möglich zu sein. Die Sterilität dieser

Vorgehensweise zog schnell Kritik auf sich und ist auch philosophisch uninter-

essant.

Von vorne herein wurde von Zeitgenossen Hilberts kritisiert, daÿ bei

diesem Verfahren nicht mehr von der Wahrheit des Systems, sondern nur noch

von dessen Konsistenz gesprochen werden kann. Und genau bei dieser Konsis-

tenz setzte 1930 Kurt Gödel an. Er wies nach, daÿ jedes hinreichend mächtige

formale System entweder unvollständig oder widersprüchlich ist. Die hinrei-

chende Mächtigkeit bezieht sich hauptsächlich darauf, daÿ mit dem jeweiligen

System eine Nummerierung möglich sein muÿ. Dies ist bereits für das einfache

System der die Peano-Arithmetik gegeben.

Gödel führte den Beweis der Unvollständigkeit formaler Systeme, in-

dem er allen Sätzen dieses Systems eine eindeutige Zahl zuordnete.13 Dann

konstruierte er analog zum Cantorschen Diagonalverfahren eine Aussage �Der

Satz Nummer x ist nicht beweisbar� und setzte für x die Nummer eben die-

12Dies ist die Kritik, die nach (Pec02, S. 6) Oskar Becker an Hilbert übt. Aber auch in den
anderen Quellen �ndet sich diese Kritik in ähnlicher Form.

13In (Hof79) wird der Beweis in Kapitel XIV durchgeführt. Bei Hofstadter geschieht dies
allerdings aufgrund einer anderen Fragestellung: Sind digitale Computer in der Lage
Intelligenz zu entwickeln?

11



ses Satzes ein. Der Satz sagt dann beweisbar aus �Ich bin nicht beweisbar�.

Durch den �Trick�, daÿ er mit den Mitteln des jeweiligen formalen Systems

Meta-Aussagen über dasselbe System konstruierte, konnte Gödel zeigen, daÿ

eine formales System nicht zum Beweis seiner eigenen Widerspruchsfreiheit

genutzt werden kann.

Damit aber war der Formalismus in seiner ursprünglichen Form geschei-

tert. Es war nun klar, daÿ die Principia Mathematica nicht in ihrem eigenen

System bewiesen werden konnte.

Neuere Entwicklungen

Nach 1930 muÿte der Formalismus seine Forderungen zwangsläu�g herunter-

schrauben. So bezweifelt die moderne Beweistheorie nicht mehr die prinzipielle

Unvollständigkeit mathematischer Systeme, sondern bewertet diese nur noch

mit Hilfe einer Maÿzahl. Zudem ist der Formalismus auch philosophisch wei-

terentwickelt worden, da er von Mathematiker noch am ehesten akzeptiert

wird. Dies liegt unter anderem am Deduktionismus 14, der dem alten Vor-

wurf der Inhaltsleere aus dem Weg geht, indem er feststellt: Wenn man den

Axiomen wahre Behauptungen zuordnet und unter der Voraussetzung, daÿ die

Ableitungsregeln wahrheitserhaltend sind, dann müssen auch alle abgeleiteten

Theoreme wahr sein. Die Entdeckung von Isomorphismen zwischen Axiomen

und Behauptungen überlassen die Mathematiker den Philosophen, während sie

selbst sich unbelastet den Axiomen und Ableitungen von Theoremen widmen

können.

Radikaler stellt sich demgegenüber eine unter anderem von Peckhaus

(Pec02) vorgetragene Ansicht dar, die bestreitet, daÿ es sich beim Formalis-

mus überhaupt um einen gegenüber dem Logizismus und dem Intuitionismus

eigenständigen Standpunkt handelt. Es ist seine bereits erwähnte ontologische

Neutralität, die verhindert, daÿ er nicht gleichberechtigt neben den anderen

Ansichten steht.

2.3 Der Intuitionismus

Der Intuitionismus geht zurück auf L.E.J. Brouwer und Arend Heyting. Aus

Brouwers Sicht ist Mathematik eine freie Tätigkeit des Geistes, die er in An-

14Siehe (Ver04)
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lehnung an Kant als reine Anschauung der Zeit sieht. 15 16 Die Sprache spielt

bei mathematischen Tätigkeiten zunächst keine Rolle, da sie allein im Den-

ken statt�ndet. Sie hat lediglich mitteilenden Charakter und wird damit erst

im intersubjektiven Handeln wichtig. Erst an dieser Stelle tritt nun die Logik

auf den Plan: während die Mathematik sich im weitesten Sinne auf die Ana-

lyse von Mustern konzentriert, ist es die Aufgabe der Logik die sprachliche

(formale) Wiedergabe dieser Muster zu untersuchen. Dies wird als eine Mög-

lichkeit angesehen die Arbeit des Verstandes zu erforschen. Logik wird so zu

einem Teilgebiet der Mathematik. Damit wird die Idee Freges die Mathematik

aus der Logik abzuleiten auf den Kopf gestellt.

Aus der Ansicht, daÿ Mathematik sich allein mit im Geist konstruier-

baren Objekten befasst, folgt in Hinblick auf die Endlichkeit des menschlichen

Denkens die programmatische Forderung nach der Entscheidbarkeit von Sät-

zen. Diese Forderung führt in der Konsequenz zur Ablehnung des Prinzips

vom ausgeschlossenen Dritten. Der Intuitionismus bringt sich so auf der einen

Seite in Opposition zur klassischen Mathematik, führt aber auf der anderen

Seite auch zu der Entwicklung einer eigenen Logik. Sie wurde maÿgeblich von

Heyting erarbeitet.

Ablehnung des Tertium non datur17

Ein wesentlicher Punkt in Brouwers Werk ist wie bereits angesprochen die

Ablehnung des Prinzips vom ausgeschlossenen Dritten. Um eine Aussage über

die Wahrheit der Disjunktion P ∨Q zu tre�en, muÿ entweder die Wahrheit von

P oder die Wahrheit von Q bewiesen werden. Dies führt zu Problemen, wenn

für Q ¬P eingesetzt wird, denn Brouwer bestreitet, daÿ aus P ∨ ¬P immer

Kontradiktionen abgeleitet werden können. Der Grund für seine Ablehnung

läÿt sich einfach anhand der Goldbach Vermutung illustrieren :

15Bishop charakterisiert die Einstellung der Konstruktivisten mit �The primary concern of
mathematics is number, and this means the positive integers. We feel about number the
way Kant felt about space. The positive integers and their arithmetic are presupposed
by the very nature of our intelligence and, we are tempted to believe, by the very nature
of intelligence in general. The development of the positive integers from the primitive
concept of the unit, the concept of adjoining a unit, and the process of mathematical
induction carries complete conviction. In the words of Kronecker, the positive integers
were created by God.� Zitiert nach (Bri03)

16Siehe Abschnitt Brief Characterization of Brouwer's Intuitionism in (Att03)
17Siehe Abschnitt Brouwer's Development of Intuitionism in (Att03) und Abschnitt Intro-

duction in (Bri03)
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Jede Zahl, die gröÿer als Zwei ist, kann als Summe von zwei Prim-

zahlen geschrieben werden. 18

Da diese Vermutung nach wie vor nicht entschieden ist und ihr Wahrheitswert

daher nicht bestimmt werden kann, ist es somit auch nicht möglich eine Aus-

sage über die Wahrheit der Disjunktion zu tre�en. Die klassische Mathematik

löst dieses Problem der Nicht-Entscheidbarkeit, indem sie P ∨Q interpretiert

als ¬(¬P ∧¬Q). Das ist zwar praktisch und auch durchaus sinnvoll, hat aber in

den Augen der Intuitionisten den entscheidenden Nachteil, daÿ hier Aussagen

über etwas getro�en werden, wovon man keine wirkliche Kenntnis hat. Der

klassischen Interpretation haftet so gesehen ein Hauch von Idealismus an.

An dieser Stelle muss darauf hingewiesen werden, daÿ bei endlichen

Mengen kein Problem mit den Tertium non datur auftreten kann, da dann

einfach alle Fälle aufgezählt und eine Entscheidung getro�en werden können.

Die Schwierigkeiten liegen wie so oft in in�niten Mengen begründet, wo die

Entscheidung durch eine Aufzählung eben nicht möglich ist. Es ist schlicht

unmöglich durch Betrachtung der möglichen Fälle eine Entscheidung zu tre�en,

da unendlich viele Fälle gegeben sind.

Da dadurch gezeigt wird, daÿ in der klassischen Logik ein Prinzip ent-

halten ist, daÿ in der Mathematik nicht anwendbar ist, wird nach Ansicht der

Konstruktivisten das Primat der Mathematik über die Logik begründet.

Der Existenzquantor

Die Art, wie die klassische Mathematik das Problem der Nicht-Entscheidbarkeit

bei Disjunktionen zu lösen versucht, beein�usst unmittelbar ihre Interpreta-

tion des Existenzquantors. ∃xP (x) meint für sie ¬∀x¬P (x). Aber auch das ist

eine idealistische Interpretation, denn für den Nachweis der Existenz ist es auf

diese Art und Weise nicht erforderlich auch nur ein Element anzugeben, das

von der Funktion P erfüllt wird. Oder wie es auch formuliert wurde: Die klas-

sische Mathematik erzählt uns etwas über die Existenz eines Schatzes, ohne

zu sagen wo er liegt. Der Intuitionismus wehrt sich gegen diesen Idealismus

und fordert, daÿ mindestens ein Element aufgewiesen werden muss, welches

die betre�ende Funktion erfüllt.

18Zitiert nach (Bri03) : Every even integer > 2 can be written as a sum of two primes, ..
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Intuitionistische Logik19

Der Existenzquantor und der Oder-Operator sind nicht die einzigen Gebiete,

in denen sich die intuitionistische von der klassischen Logik und mithin auch

von Fregeschen Logik abgrenzt. Grundsätzlich sahen Brouwer und Heyting die

Logik ja als etwas, das aus der Mathematik abstrahiert wird. Dabei machte die

klassische Logik ihrer Ansicht nach den Fehler sich allein auf endliche Mengen

zu beschränken. Bei dem Umgang mit Quantoren und der Implikation wird

aus der Forderung nach Konstruierbarkeit die technische Forderung nach der

Angabe eines �niten Beweis-Algorithmus.

Aktuelle Entwicklungen20

Der aktuelle Konstruktivismus ist unter anderem mit Bishop verbundenen.

Er rekonstruierte ein groÿen Teil der Analysis auf Basis der intuitionistischen

Logik, also ohne Verwendung des Tertium non datur. Aber der Gedanke der

Konstruierbarkeit wird hier noch weiter bis hin zu einer algorithmischen Ma-

thematik getrieben. Die Anwendung des All-Quantors in ∀xP (x) meint dann

eine Verfahrensvorschrift zu konstruieren, die angewendet auf ein Objekt x

zeigt, daÿ P(x) wahr ist. Der Gedanke der Konstruktion wird in dieser al-

gorithmischen Form zu einer reinen Methodologie. Alle ontologischen Erwä-

gungen, die für Brouwer noch ein wesentliches auslösendes Moment bei der

Entwicklung des Intuitionismus waren, werden fallengelassen. Es bleibt eine

epistemische und sich nur noch auf die Methode konzentrierende Praxis.

Abgrenzung zum Logizismus und Formalismus

Da die Logik von Brouwer und Heyting als Teilgebiet der Mathematik einge-

ordnet wird, wird folgerichtig dem Logizismus eine Absage erteilt. Da darüber

hinaus auch die Zahlen nur als Konstruktionsergebnisse angesehen werden, �n-

det eine Verlagerung von Freges drittem Reich in das Denken statt. An dieser

Stelle sollte darauf hingewiesen werden, daÿ Existenz für die intuitionistische

Theorie nur die Konstruierbarkeit im Geiste meint, nicht den Nachweis eines

wie auch immer gearteten Objektes. Als Wahrheit wird allein das akzeptiert,

was von einem Individuum durch gedankliche Konstruktion als wahr erfahren

19Für eine detailiertere Diskussion siehe Abschnitt Constructive Interpretation of Logic in
(Bri03)

20Siehe Abschnitt Varieties of Constructive Mathematics in (Bri03)
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werden kann. �Das Wahre�, das im Logizismus noch absolute Geltung besaÿ,

wird damit reduziert auf das Endergebnis eines gedanklichen Prozesses.21

In der Auseinandersetzung mit dem Formalismus, den Brouwer als zu

inhaltsarm ansieht, setzte er sich intensiver mit dem Prinzip vom ausgeschlos-

senen Dritten auseinander, das er in der Folge auch verwirft. Aus Sicht des

Formalismus � und das sagte Hilbert sehr deutlich und tri�t damit sicher

auch Freges Meinung � war dieser Verzicht barer Unsinn.22

Ursprünglich waren für David Hilbert mathematische Objekte �Gedan-

kendinge�23, eine Au�assung, die er mit vielen Zeitgenossen teilte. Alle mathe-

matischen Objekte (Zahlen, Geraden, Punkte, etc.) werden durch das Denken

erscha�en, sind also kognitive Schöpfungen. Symbole bezeichnen diese Ob-

jekte und objektivieren diese Schöpfungen dadurch, daÿ sie der intersubjekti-

ven Mitteilung dienen. Erst durch die Symbolproduktion wird die Mathematik

objektiv, d.h. unabhängig vom Geist eines einzelnen Subjekts. Diese Au�as-

sung unterscheidet sich nicht wesentlich von der des Intuitionismus. Dort liegt

zwar der Schwerpunkt auf der Konstruierbarkeit, aber diese �ndet ebenfalls im

menschlichen Geist statt und bedarf der Zeichen ebenfalls nur zu Mitteilung.

21Raatikainen (Raa03a) zitiert Brouwer zu diesem Thema: �Correctnes of an assertion then
has no other meaning than that its content has in fact appeard in the consciousness of
the subject.�

22In Hilberts Worten : �Taking the principle of excluded middle from the mathematician
would be the same, say, as proscribing the telescope to the astronomer or to the boxer
the use of his �sts.� Zitiert nach (Bri03)

23Siehe (Pec02)
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3 Neo-Logizismus

Zalta, der sich ursprünglich mit einer Neu-Formulierung von Freges Arbeit

mit den Mitteln der Modallogik befasst hat, schlägt eine Form des Logizismus

vor, den er � allerdings mit einem Fragezeichen versehen � Neo-Logizismus

nennt. 24

Er verfolgt dabei den gleichen Grundgedanken wie Frege: Ausgehend

von einer minimalen Anzahl von Axiomen wird allein mit logischen Mitteln

unter anderem die Arithmetik konstruiert. Der Weg, den er dabei geht, unter-

scheidet sich allerdings von dem Freges. Zalta startet mit einer axiomatischen

und metaphysischen Theorie, die vollkommen frei von Mathematik ist. Diese

Theorie bildet die ontologische Basis, auf der alle weiteren Schritte statt�n-

den. In ihr werden mathematische Objekte, die als eine Sorte von abstrakten

Objekten gesehen werden, systematisiert. Es wird dabei gezeigt, daÿ mathe-

matische Theorien auf sie abgebildet werden können. Zalta bezeichnet diese

Theorie daher auch als �Hintergrundontologie�, da sie neben dem notwendigen

Formalismus auch die Annahme der Existenz von konkreten und abstrakten

Objekten tri�t. Sie wird im Folgenden mit O bezeichnet.

Für sein eigentliches Anliegen, die Rückführung einer mathematischen

Theorie auf seine Hintergrundontologie, benutzt Zalta zwei Wege. In früheren

Arbeiten führte eine von ihm klassische Reduktion genanntes Verfahren aus.

Dabei werden die Axiome von T aus Theoremen von O hergeleitet. Beim Neo-

Logizismus wechselt er das Verfahren und benutzt nun eine metaphysische

Reduktion. Hier werden Objekte aus T reduziert auf Objekte von O.

3.1 Prädikation

Eine wichtige Voraussetzung für beide Arten der Reduktion ist eine besondere

Form der Prädikation. Zalta unterscheidet dabei zwei Formen, in denen eine

Eigenschaft von einem Objekt ausgesagt werden kann.

1. x exempli�ziert F : Fx (externe Prädikation)

Dabei wird die Eigenschaft extern von dem Objekt ausgesagt. Normale

Objekte, wie Tische oder Wolken, haben nur externe Eigenschaften. Diese

Form der Prädikation entspricht der klassischen Prädikation.

24Zalta stellt den Neo-Logizismus in (Zal00) vor, greift dabei aber auf umfangreiche Vorar-
beiten zurück, die er unter anderem in (Zal93) und (Zal99) entwickelt.
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2. x determiniert F : xF (interne Prädikation)

Hierunter werden Objekte verstanden, die interne Eigenschaften haben.

Diese Idee geht zurück auf Ernst Mally. Für ihn waren abstrakte Ob-

jekte Objekte, die von Eigenschaften bestimmt wurden, ohne sie jedoch

befriedigen zu können. So ist ein rundes Quadrat sowohl vom rund-sein,

als auch vom Quadrat-sein bestimmt, kann aber weder das Eine, noch

das Andere befriedigen. In der hier vorliegenden Prädikation würde das

runde Quadrat die Eigenschaften �rund� und �quadratisch� determinie-

ren, könnte sie aber nicht exempli�zieren. Es wird ihm in diesem Fall

also als interne Eigenschaften zugeschrieben, was es als externe unmög-

lich besitzen kann. Auch �ktionalen Objekten, wie Sherlock Holmes, kön-

nen auf diese Weise sinnvoll Eigenschaften zugeordnet werden, denn eine

klassische Prädikation ist im Hinblick auf die nur erdachte Existenz eines

Romanhelden problematisch.

Durch die Formalisierung dieser Aufspaltung der Prädikation in zwei Arten

kann nun wesentlich besser mit abstrakten Objekten umgegangen werden.25

Alle Eigenschaften, die ein Objekt determiniert, determiniert es not-

wendig, also in allen Welten. Damit ist seine Identität eindeutig gesichert und

die Feststellung der Identität zweier abstrakter Objekte kann einfach darauf

reduziert werden, daÿ sie genau dieselben Eigenschaften determinieren.

Die durch die Determinierung postulierten Objekte sind nicht realer,

sondern abstrakter Natur. Allerdings ist der Status dieser Objekte nicht klar:

Handelt es sich um so etwas wie platonische Entitäten oder doch eher reine

Fiktionen? Diese Unklarheit zieht eine Reihe von Problemen für den Neo-

Logizismus nach sich, wie an späterer Stelle noch gezeigt wird.

Im Zusammenhang mit der Mathematik wird diese Form der Prädika-

tion dadurch relevant, daÿ sie zum Beispiel auf die Zahlen der Zahlentheorie

Peanos anwendet wird. Dann gehört zu den externen Eigenschaften einer Zahl

(z.B. der Eins), daÿ sie in den Gedanken Peanos auftauchte und mit dem

Symbol 1 notiert wird. Sowohl mathematisch, als auch philosophisch ist dies

natürlich irrelevant. Dort stoÿen nur die theoretischen Eigenschaften wie das

ungerade oder prim sein auf Interesse. Und genau dies sind die Eigenschaften,

die im abstrakten Objekt �Eins� determiniert sind.

25Bis hierher folge ich bei der Beschreibung der Prädikation (Zal93, S.12 �).
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3.2 Beschreibung von O

Die Hintergrundontologie O bildet wie bereits erwähnt die Basis für die bei-

den Arten der Reduktion mathematischer Objekte. Ich werde sie daher im

Folgenden sehr knapp vorstellen. 26

O besteht aus:

• Objekten (typisert)

• Relationen (typisiert)

• Exempli�kation

• Determinierung

• logische und modale Primitive

• dem Prädikat konkret-sein E!

• den Begri�en MathTheory(x) und Autorenschaft

Bis auf die letzten beiden Punkte handelt es sich dabei um rein logische Be-

gri�e. E! und MathTheory(x) stellen Behauptungen auf, nämlich das etwas

konkret ist und das ein noch zu spezi�zierendes Objekt als mathematische

Theorie ausgezeichnet wird. Zalta selbst klassi�ziert sie als metaphysisch. Un-

abhängig von dieser Klassi�kation besteht der wesentliche Punkt darin, daÿ

keiner der Begri�e mathematischer Natur ist. O ist also völlig frei von Mathe-

matik.

Die Hintergrundontologie O besteht aus den folgenden 6 Axiomen:

I. Die Sphäre der Objekte wird in zwei Bereiche unterteilt: die norma-

len Objekte O!x, die möglicherweise konkret sind, und die abstrakten

Objekte A!x, die nicht konkret sein können. Dazu wird die einstellige

Relation konkret sein E! benutzt.

O!<t>xt =df ♦E!<t>xt

A!<t>xt =df ♦¬E!<t>xt

Also : Gewöhnliche Objekte sind möglicherweise konkret; abstrakte Ob-

jekte sind unmöglich konkret.

26Siehe (Zal00, S. 10 f).
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II. Gewöhnliche Objekte determinieren keine Eigenschaften.

O!<t>xt → �¬∃F<t>xF

III. Umfangsprinzip (comprehension principle): Zu allen Eigenschaften, die

einer Formel/Bedingung gehorchen, existiert genau ein abstraktes Ob-

jekt, das genau diese Eigenschaften determiniert.

∃xt(A!<t>x ∧ ∀F<t>(xF ≡ ϕ)), ϕ hat keine freien x

IV. Identität: Zwei gewöhnliche Objekte sind identisch, wenn sie die glei-

chen Eigenschaften exempli�zieren; zwei abstrakte Objekte sind iden-

tisch, wenn sie die gleichen Eigenschaften determinieren; sie unterschei-

den sich, wenn sie sich in mindestens einer Eigenschaft unterscheiden.

xt = yt =df

O!<t>xt ∧O!<t>yt ∧�∀F<t>(Fx ≡ Fy)∨

A!<t>xt ∧ A!<t>yt ∧�∀F<t>

V. Ein λ-Umformung, die sicherstellt, daÿ Objekte xti nur genau dann die

komplexe Relationen ein yti sein derart, daÿ ϕ exempli�zieren, wenn die

xti die Funktion ϕ erfüllen.

F = G =df �∀F (xF ≡ yG)

VI. Alles was möglich determiniert wird, wird auch notwendig determiniert.

♦xtF<t> → �xF

Eine Nähe zum Logizismus zeigt sich hier im Umfangsprinzip III, das festlegt,

daÿ für jedes mögliche Bündel von Eigenschaften genau ein abstraktes Objekt

existiert, daÿ diese Eigenschaften determiniert. Wie oben gesehen können dies

auch durchaus widersprüchliche Eigenschaften sein. Dieses Umfangsprinzip der

abstrakten Objekte ist nach Zaltas Ansicht analog zur logischer Wahrheit zu

sehen. Die abstrakten Objekte werden damit logischen Objekten ähnlich.
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Wird nun MathTheory(p) mit einer spezi�schen Theorie τ instanziert,

so kann bewiesen werden, daÿ mathematische Objekte abstrakte Objekte sind.

Durch diese Abbildung einer Theorie τ nach O, das lediglich aus logischen und

metaphysischen Begri�en besteht, erfolgt auch eine ontologische Reduktion.

3.3 Klassische Reduktion27

Die klassische Reduktion versucht die Axiome mathematischer Theorien als

Theoreme von O abzuleiten, bzw. die primitiven nicht-logischen Begri�e der

Mathematik in der Sprache von O zu de�nieren. Dies geschieht, indem O um

geeignete Axiome erweitert wird. So benutzt Zalta in (Zal99) O erweitert um

zwei nicht logische Axiome und unter Benutzung der Logik der Aktualität um

Freges De�nitionen von Vorgänger und 0 zu konstruieren. Damit werden aus

den Dedekind-Peano-Axiomen Theoreme.

Für die klassische Reduktion der Dedekind-Peano-Grundgesetze werden

die natürlichen Zahlen so de�niert, daÿ sie gewöhnliche nicht-mathematische

Eigenschaften determinieren. So determiniert die 0 beispielsweise die Eigen-

schaft eine Gira�e in der Antarktis zu sein. Man sieht leicht, daÿ dies dem

Fregeschen Begri� der Anzahl nahe kommt. Weitere Objekte aus Freges Werk,

wie die Vorgänger-Relation, werden ebenfalls als gewöhnliche Relationen an-

genommen und mit dem Hilfsmittel der Determinierung de�niert.

3.4 Die metaphysische Reduktion28

Das Ziel dieser Reduktion ist es zu beweisen, daÿ mathematische Objekte

abstrakte Objekte sind. Es soll also eine ontologische Bestimmung statt�nden,

die auf der Basis eines Beweises und nicht unter Verwendung einer Stipulation

arbeitet.

Es geht im Kern um die philosophische Analyse von einfachen und wah-

ren mathematischen Sätzen der Form In der mathematischen Theorie T, p (ist

wahr). Als Beispiel kann dienen In der Theorie der realen Zahlen, π ist gröÿer

als 3. Der Nachsatz p (ist wahr), oder im Beispiel π gröÿer als 3, sind Aussagen

der normalen mathematischen Sprache. Von gröÿerem Interesse ist der Prä�x

27Siehe (Zal00, �1)
28Zalta führt die metaphysische Reduktion in (Zal00) mehrfach durch. Nachdem er sie in

� 2 allgemein beschreibt, führt es sie in � 4.2 für die Objekte der Mengenlehre, in � 4.3
für die Theorie der ganzen Zahlen und schlieÿlich in � 4.4 für allgemeine mathematische
Theorien aus
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In der mathematischen Theorie T, den Zalta als Theorie Operator sieht und

der mit Hilfe eines formalen Begri�es in O übersetzt wird.

Nimmt man eine Aussage wie π ist irrational ohne den Prä�x In der

Theorie der realen Zahlen, so hat sie zwei Lesarten, die sich widersprechen:

1. Die Aussage ist wahr, wenn angenommen wird, daÿ irrational-sein eine

Eigenschaft ist, die von π determiniert wird, so ist der Satz wahr.

2. Andererseits wird der Satz falsch, wenn das irrational-sein als ein von π

exempli�zierte Eigenschaft angenommen wird. Der Grund dafür ist darin

zu suchen, daÿ das irrational-sein für sich genommen intern ist. Extern

kann es nur als Bestandteil/Zuschreibung innerhalb einer Theorie sein.

Erst durch die Verwendung des Prä�x löst sich der Widerspruch auf. Für die

metaphysische Reduktion wird O um eine mathematische Theorie τ erweitert,

die aus Konstanten, Relationen und Axiomen besteht.

Die Vorbereitung für die Reduktion spielt sich in drei Schritten

1. Zunächst wird O um die Konstanten und Relationen von τ erweitert.

Dabei spielt auch τ selbst die Rolle einer Konstanten.

2. Als Nächstes werden alle Axiome der Theorie in O als analytische Wahr-

heiten der Form τ |= ϕ∗ formuliert. Dabei bezeichnet ϕ die Axiome in τ

und ϕ∗ dieselben Axiome, nachdem in ihnen alle Konstanten und Rela-

tionen durch die in O de�nierten ersetzt wurden. Durch diese Operation

werden die Axiome zu analytischen Wahrheiten innerhalb von O.
Falls eine Theorie den Operator = benötigt, so muss τ um zwei Axiome

erweitert werden:29

τ |= x =τ x

τ |= x =τ y → ∀F (Fx ≡ Fy)

3. Als Letztes wird noch die Behauptung MathTheory(τ) hinzugefügt.

Danach folgt die eigentliche Reduktion, die bei jeder mathematischen Theorie

nach dem gleichen Schema abläuft und analoge Ergebnisse liefert:

• Die Konstanten werden reduziert auf abstrakte Individualien.
29Der im Folgenden benutzte Operator =τ behauptet keine Identität, sondern sagt lediglich

aus, daÿ die damit verknüpften Individualien aus τ die gleichen Eigenschaften exempli-
�zieren.
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• Eigenschaften und Relationen werden ebenfalls auf abstrakte Individua-

lien reduziert.

• Die Theorie selbst kann aufgrund der Annahme MathTheory(τ) als ab-

strakte Individualie identi�ziert werden.

Das wesentliche Ergebnis der Reduktion besteht darin, daÿ jedes mathemati-

sche Objekt genau die Eigenschaften determiniert, die es in τ exempli�ziert.

Bei der metaphysischen Reduktion geht es also darum, daÿ gezeigt wer-

den kann, welchen metaphysischen Status die Objekte einer beliebigen mathe-

matischen Theorie haben. An dieser Stelle �ieÿt ein prätheorethisches Wissen

darum ein, welche Konstanten und Prädikate zur Mathematik und welcher zur

Logik gehören. So ist es beispielsweise heute im Allgemeinen unbestritten, daÿ

die Axiome der Mengenlehre der Mathematik und nicht der Logik zuzuordnen

sind. Mit dieser prätheoretischen Abgrenzung �ndet ein bis zu einem gewissen

Grad willkürliches Element Einzug in Zaltas Theorie: was eine mathematische

Theorie ist, wird nicht bewiesen, sondern de�niert.

3.5 Unterschiede zwischen der klassischen und der

metaphysischen Reduktion

Die Di�erenz zwischen klassischer und metaphysischer Reduktion zeigt sich

deutlich in dem unterschiedlichen Status der natürlichen Zahlen:

• Mit der klassischen Reduktion wurden aus den Dedekind-Peano-Grund-

gesetze Theoreme in O, die schlicht wahr sind.30

• Bei der metaphysischen Reduktion determinieren die natürlichen Zah-

len nur noch Eigenschaften, die ihnen bezogen auf das Theoriesystem

(hier der natürlichen Zahlen) zukommt. Eine Eigenschaft wie Gira�e-in-

der-Antarktis-sein gehört nicht mehr dazu. So sind sie nicht mehr einfach

wahr wie bei der klassischen Reduktion sondern nur noch, wenn ihnen der

zugehörige Theorieoperator als Prä�x vorangestellt wird. Die mathema-

tische Theorie bildet also ein formales System, das durch die Übersetzung

in O ontologisch interpretiert wird.31

30Siehe (Zal00, S. 5 �).
31Siehe (Zal00, S. 22 �).
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4 Ist der Neo-Logizismus ein Logizismus?

Damit Zaltas Entwurf zu Recht Neo-Logizismus genannt werden kann, dür-

fen die Axiome von O allein logischer Natur sein. In zwei Fällen ist diese

Voraussetzung wenn nicht verletzt, doch nur mit problematischen Annahmen

aufrechtzuerhalten:

1. Das Prädikat E! ist nicht logisch, da das konkret-sein nicht auf Anhieb

eine Eigenschaft ist, die in allen möglichenWelten wahr ist. Nur wenn die-

ses Prädikat notwendig in allen möglichen Welten wahr wäre, so könnte

von einer logischen Wahrheit gesprochen werden. Nur mit der Einschrän-

kung allein die Welten zuzulassen, die der unseren so ähnlich sind, daÿ

die gleichen Dinge konkret sind, könnte das Prädikat in den Status ei-

ner beinahe logischen Wahrheit erhoben werden. Aber beinahe logisch

ist nicht logisch.

2. Zalta wertet das Umfangsprinzip für abstrakte Objekte, mit dem die

Existenz eines Objektes für jedes mögliche Eigenschaftsbündel behauptet

wird, als eine Wahrheit, die synthetisch a priori ist. Auf dem Hintergrund

der üblichen Lesart von ∃ (für eine alternative Interpretation s.u.) ist das

zwangsläu�g so: eine Existenzbehauptung kann nicht analytisch sein, da

die durch sie behaupteten Objekte ihre Existenz allein aufgrund der Be-

hauptung erlangen und nicht aufgrund einer tautologischen Umformung.

Das wird auch nicht dadurch entschärft, daÿ es sich nicht um reale, son-

dern lediglich um abstrakte Objekte handelt. Die Behauptung setzt also

eine Art �zusätzliches Wissen�, das über das System hinausgeht, voraus.

Und da es sich in diesem Fall auch nicht um a posteriorisches Wissen han-

deln kann (mathematische Objekte sind ja schlieÿlich weder greif- noch

messbar), bleibt nur die Möglichkeit, daÿ es sich um ein synthetisches

Wissen a priori handelt.

Das zweite Problem lässt sich durch eine Umformulierung der Axiome von O
entschärfen, aber es wird nicht einer endgültigen Lösung zugeführt. Wie bei

vielen axiomatischen Systemen besteht eine gewisse Freiheit in der Zuordnung

welche Sätze als Theoreme und welche als Axiome gewählt werden. So auch

hier. Das Umfangsprinzip III. kann durch eine de�nite Beschreibung ersetzt

werden:

VII. ıxtA!<t>x ∧ ∀F<t>(xF ≡ ϕ)G<t> ≡ ϕG<t>

F <t>
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Ursprünglich ging VII als Theorem aus dem Umfangsprinzip III hervor; durch

die Ersetzung ist es genau umgekehrt. Betrachtet man dieses Axiom, so fällt

auf, daÿ es beinahe eine Tautologie darstellt. Denn es legt fest, daÿ das ab-

strakte Objekt, welches genau die Eigenschaften determiniert, die einer Funk-

tion ϕ gehorchen, genau dann eine Eigenschaft G determiniert, wenn G die

Funktion ϕ befriedigt. Wenigstens in dieser umgangsprachlichen De�nition ist

das eine Tautologie und wäre somit eine analytische bzw. logische Wahrheit.

Als Folge davon würde sich der ontologische Status der Theorie ändern. Denn

akzeptiert man dieses Axiom zusammen mit allen anderen aus O als analy-

tisch, so handelt es sich tatsächlich um einen sehr umfassenden Logizismus, der

jede beliebige mathematische Theorie auf Logik zurückführt. Allerdings erhebt

Zalta selbst nicht den Anspruch, daÿ dieses Axiom tatsächlich analytisch ist,

sondern verweist darauf, daÿ einige Philosophen Prinzipien, die zu VII analog

sind, für analytisch halten. Explizit nennt er hier eine Arbeit von Wright, der

dafür argumentiert, daÿ Humes Prinzip eine analytische Wahrheit ist. Dies ist

o�ensichtlich ein sehr umstrittener Standpunkt, zumal es unter dieser Voraus-

setzung keines Neo-Logizismus bedurft hätte. Denn wie schon oben erwähnt

scheiterte Frege ja an der Herleitung des Humeschen Prinzips aus der Logik.

Wenn dieses Prinzip also schon von vorne herein als analytisch anerkannt wird,

so bedurfte es nicht eines Grundgesetzes V und der Logizismus wäre gerettet.

Damit wird aber deutlich, daÿ der Neo-Logizismus in zwei Fällen von

Axiomen abhängig ist, die nur als beinahe logische zu werten sind. Das Frage-

zeichen, das Zalta dem Begri� Neo-Logizismus mit auf den Weg gibt, ist also

nur zu berechtigt.

Was aber vermag seine Theorie zu leisten, wenn der Anspruch eine

moderne Form des Logizismus zu sein aufgegeben werden muÿ?
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5 Probleme

In diesem Abschnitt werde ich auf die verschiedenen Probleme des Neo-Logizismus

eingehen um zum Schluÿ anhand der drei bisherigen Hauptrichtungen bei der

Lösung der Grundlagenkrise zu untersuchen, ob er Beiträge zu einer neuen

Sicht der Dinge liefert.

5.1 Der Existenzquantor

Der Existenzquantor, dessen alternative Lesart bereits die für die Entwick-

lung des Intuitionismus wesentlich war, kann auch im Neo-Logizismus auf zwei

unterschiedliche Weisen aufgefasst werden.

1. ∃ als �es-existiert�: Dies ist die klassische Version, die in Bezug auf den

Neo-Logizismus besagt, daÿ es Objekte gibt , die unmöglich konkret sein

können. Genau so wurden die abstrakten Objekte von Zalta eingeführt

und benutzt. Mit dieser Interpretation wird eine platonische Sicht der

Dinge behauptet, denn man weiÿ etwas von Objekten, die vom Subjekt

unabhängig sind. Und analog zu platonischen Ideen sind auch sie nicht

konkret, aber in ihrer abstrakten Existenz durchaus wirklich. Es kann

sich unter dieser Voraussetzung nur um ein synthetisches Wissen a priori

handeln. Dies ist die Interpretation, die sich mit Freges Ansicht deckt,

so daÿ mit der Behauptung der Existenz von abstrakten Objekten sicher

zu Recht die Rede von einem Neo-Logizismus ist.

2. ∃ als �da-ist� (ohne Existenz zu behaupten) : In dieser Version des Quan-

tors werden aus den abstrakten Objekten Fiktionen. Sie basiert darauf,

daÿ unter dem Existenzquantor nicht die Behauptung es existiert ver-

standen wird, sondern die nicht mit einer Existenzbehauptung verbun-

dene Lesart �da ist�.32 Damit werden die mathematischen Objekte zu

Fiktionen.

In der �ktionalen Form lässt sich aus meiner Sicht eine Annäherung an den In-

tuitionismus feststellen. Ein zentraler Standpunkt des Intuitionismus ist es ja,

daÿ die mathematischen Objekte gedanklich konstruiert werden können. Aber

genau das macht auch eine Fiktion aus. Wenn also von �ktionalen mathemati-

schen Objekten die Rede ist, so könnte ohne Schwierigkeiten z.B. ein Beweis,

32Siehe (Zal00, S. 37).
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den ich gerade in meinen Gedanken durchführe, darunter gefasst werden. Aber

so nahe liegend das ist, so müssen doch auch die anderen Elemente des In-

tuitionalismus Berücksichtigung �nden. Daraus folgt die Forderung, daÿ sich

Zaltas Hintergrundontologie O und alle Ableitungen daraus auch mit intuitio-

nistischer Logik, also ohne Verwendung des Tertium non datur, formulieren

lassen.

5.2 Zur Rolle der Logik

Frege räumte der Logik erkenntnistheoretisch einen sehr hohen Stellenwert ein.

Das ist ein Gedanke, der sicher durch die zu seiner Zeit noch überragende Be-

deutung des aristotelischen Systems nahe liegt. Aber nicht zuletzt durch Freges

eigene Arbeit ist dieses monolithische System der Logik mit seinem Ausschlieÿ-

lichkeitsanspruch einem ganzen Bündel von logischen Systemen verschiedene

Prädikatenlogiken, mehrwertige Logik, Modallogik etc. gewichen. Das hatte

aber auch zur Folge, das der Anspruch auf endgültige Wahrheit in dem Maÿe

relativiert werden muÿte, in dem ihre Grundlagen in Frage gestellt wurden und

genauer nach der Anwendbarkeit gefragt wurde. Die intuitionistische Logik ist

das beste Beispiel dafür, indem sie in Bezug auf die Mathematik ein grund-

legendes Prinzip zurückweist. Und auch beim Aufbau modallogischer Modelle

werden die Axiome gemäÿ dem Modellzweck ausgewählt. Noch weiter gehen

die mehrwertigen Logiken, wo der komplette Apparat für eine bestimmte An-

wendung ausgewählt wird. Auf diese Weise verliert auch die (Prädikaten)logik

viel von ihrem erkenntnistheoretischen Anspruch, den Frege ihr noch zubil-

ligte. Sie wird zu einem Mittel der Beschreibung und erhält den Charakter

eines Werkzeuges.

5.3 Was ist ein abstraktes Objekt?

Ein wesentliches Anliegen Zaltas besteht darin, daÿ mit Hilfe seiner Theorie

nicht mehr nur stipuliert werden muss, daÿ mathematische Theorien abstrakte

Objekte sind, sondern daÿ dies jetzt vielmehr bewiesen werden kann. Es er-

hebt sich allerdings die Frage, welchen Vorteil dies bringt, denn seine De�ni-

tion von abstrakt-sein als nicht-konkret-sein ist ebenso naheliegend, wie breit.

Selbst der Platonismus würde mit unter dieses Dach passen, denn schon Platon

selbst sieht die Ideen und dazu gehören ja auch die idealen mathematischen
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Objekte zwar als wirklich, aber durchaus nicht als konkret in unserer Umwelt

verwirklicht an.

Was also notwendig wäre, ist die Klärung, was denn unter dem allge-

meinen Begri� abstrakt in Bezug auf die Mathematik zu verstehen ist. Aber

genau das wird nicht geleistet.

5.4 Finite Mathematik

Gegenüber der Frage, wie mit in�niten Totalitäten umgegangen werden soll,

bleibt der Neo-Logizismus neutral; Zalta äuÿert sich dazu nicht. Damit bleiben

aber für mich wesentliche Fragen, wie die nach der Entscheidbarkeit von Pro-

blemen, unbeantwortet. Das ist irritierend, denn es werden ja Aussagen bezüg-

lich der Existenz von Objekten getro�en, die durchaus nicht alle im endlichen

Bereich anzusiedeln sind. Es ist überraschend, daÿ die (Un)endlichkeit von

Verfahren nicht erwähnt wird und sowohl �nite, als auch in�nite Totalitäten

gleich behandelt und den selben ontologischen Status zugewiesen bekommen.

5.5 Was sind mathematische Theorien?

Da mathematische Theorien T nur aus wahren Sätzen bestehen können, tri�t

Zalta die folgende De�nition: Unter der Voraussetzung, daÿ p eine wahre Pro-

position in T ist, determiniert T diese Eigenschaft. Da darüber hinaus ma-

thematische Theorien beweistheoretisch geschlossen sein müssen, muÿ dann

auch jede Konsequenz aus den Propositionen wieder wahr sein. Eine mathe-

matische Theorie T ist also das abstrakte Objekt, das genau die Propositionen

determiniert, die in T wahr sind.33

Wie oben angesprochen führt Zalta das, was als mathematische Theorie

anerkannt wird, per De�nition ein. Theorien werden quasi als fertiges Paket

geliefert und in O zur Bestimmung ihres Status eingesetzt. Die Festsetzung,

was als Mathematik und was als Logik bezeichnet wird, �ndet letztlich in

der scienti�c community statt, ist aber nicht endgültig, sondern Diskurs- und

damit Zeit-abhängig (wie die Diskussion um den Status der Axiome der Men-

genlehre vor einigen Jahrzehnten gezeigt hat). So wird dann auch die Frage,

ob die Logik vielleicht ein Teilgebiet der Mathematik ist, ignoriert. Das Unter-

suchungssystem ist fast rein logisch, in jedem Fall aber Mathematik-frei; das

33Siehe (Zal00, S. 13).
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untersuchte System hingegen bleibt abhängig vom Diskurs. Dem Gedanken

einer endgültigen Klärung und Festlegung widerspricht das.

5.6 Eine Lösung der Grundlagenkrise?

Zwar zeigt es sich, daÿ es sich beim Neo-Logizismus nur in einer eingeschränk-

ten Sprechweise um einen Logizismus handeln kann, aber dennoch bleibt die

Frage, ob sich mit Hilfe von O die Grundlagenkrise lösen läÿt. Dazu müÿten

wenigstens Lösungswege, besser noch Lösungen für die Sackgassen der drei

klassischen Ansätze angeboten werden.

Logizismus

Der Logizismus hat das Problem, das der Begri� der Identität, bzw. des Be-

gri�sumfangs fehlerhaft gelöst wurde. Zalta benutzt zwei Methoden um dieser

Schwierigkeit zu begegnen.

1. Die gesamte Theorie wird Typ-theoretisch aufgebaut. So umgeht er, der

Idee Russells folgend, Schwierigkeiten bei Selbstanwendungen. Der näm-

lich löste ähnliche Antinomie bei der Entwicklung der Pricipia Mathema-

tica durch die Einführung der Typtheorie, die bei ihren Elementen quasi

verschiedene Hierarchiestufen unterscheidet: Elemente, Mengen von Ele-

menten, Mengen von Mengen etc.

2. Wertverläufe und Begri�sumfänge werden nicht benutzt. Statt sich auf

das Subjekt zu konzentrieren, also sich um die Frage zu kümmern welche

Objekte unter einen Begri� fallen, geht Zalta den Weg über die Eigen-

schaften. Ein Objekt wird eindeutig über seine externen und internen

Eigenschaften bestimmt. Zwei Objekte sind identisch, wenn alle Eigen-

schaften identisch sind. �5 = Julius Cäsar� ist falsch, da beide Objekte

über unterschiedliche Eigenschaften verfügen. Aber braucht es dann nicht

Eigenschaftsumfänge? Nein, denn es reicht aus, daÿ die Eigenschaften

immer gleich benutzt werden.

Somit sind zwar diese beiden Probleme innerhalb von Zaltas Theorie gelöst,

aber da die Theorie selbst wiederum nicht rein logisch ist, kann sie auch nicht

dem Logizismus zum Durchbruch verhelfen. Dennoch wird die Theorie nach

meiner Einschätzung in einem gewissen Sinne Freges Ansinnen gerecht: sie
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bietet einen klaren logischen Rahmen, in dem die metaphysischen von den

logischen Axiomen gut trennbar sind und auf den mathematische Theorien zu-

rückführbar sind. Auch wenn damit der rein logischen Ableitung eine Absage

erteilt wird, so ist wenigstens klar, auf welche metaphysischen Axiome man sich

stützen muÿ. Allerdings birgt die Interpretation dieser Axiome wie oben schon

angesprochen erhebliche Probleme. Auf der anderen Seite ist aber auch die

axiomatische Grundlage Mathematik-frei. Und dies ist ja auch die Verwand-

schaft, die Zalta mit dem Logizismus sieht: die Ableitung der Mathematik aus

einer Grundlage, die defnitiv nicht der Mathematik angehört.

Eher im Sinne Freges und des Logizismus wäre sicher die klassische

Reduktion, die Zalta in einer früheren Schrift durchgeführt hat. Aber auch

sie basiert auf der Hintergrundontologie O und erbt auf diese Weise auch die

meisten der hier aufgeführten Schwierigkeiten.

Formalismus

Seit Gödel ist klar, daÿ ein hinreichend mächtiges mathematisches System be-

züglich seiner Beweisbarkeit immer unvollständig sein wird. Das Unvollstän-

digkeitstheorem setzt allerdings auf einer Ebene an, die für den Logizismus

wiederum nur als Ziel interessant ist: einer Theorie der natürlichen Zahlen,

wie z.B. die Peano-Arithmetik. Denn die Zählbarkeit und damit die Zahlen,

die für Gödel Voraussetzung seines Beweises sind, waren für Frege noch ein

wesentlicher Teil der zu klärenden Grundlagen. Aber dennoch erwächst nach

meiner Ansicht auch dem Logizismus ein Problem aus dem Unvollständigkeits-

theorem: Gelänge die Ableitung der Peano-Arithmetik aus der Logik allein, so

wäre damit gezeigt, daÿ sich allein mit den Mitteln der Logik Zählbarkeit rea-

lisieren lässt. Aber dann wäre Gödels Beweis auch auf die Logik anwendbar

und sie sähe sich mit der gleichen Unvollständigkeit konfrontiert.

Aber dies leistet der Neo-Logizismus nicht. Es wird nicht die Arithmetik

allein aus der Logik abgeleitet, so wie es noch Frege vorschwebte, sondern allein

der Status von mathematischen Objekten geklärt.

Intuitionismus

Nach meiner Einschätzung lieÿe sich über die �ktionale Interpretation des Exis-

tenzoperators zwar eine Nähe des Neo-Logizismus zum Intuitionismus konstru-

ieren, aber andererseits kann die Hintergrundontologie O für den Intuitionisten
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nur dann akzeptabel sein, wenn sie in ihrer formalen Präsentation auf das Ter-

tium non datur verzichtet. Sie müsste sich also mit intuitionistischer Logik

reformulieren lassen. Aber damit allein ist es nicht getan, denn als mathema-

tische Theorien können auch nur die Theorien eingesetzt werden, die selbst

wieder mit intuitionistischer Logik formuliert worden sind.

Darüber hinaus wäre es sehr fraglich, ob ein Intuitionist die metaphyi-

schen Annahmen und das Ignorieren der in�niten Aspekte hinnehmen würde.
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6 Fazit

Zalta kann für sich beanspruchen, daÿ er die Frage nach dem ontologischen

Status mathematischer Objekte den Mathematikern in einer für sie besonders

geeigneten Sprache präsentiert. Nur bleibt die Antwort trotz aller mathemati-

schen Präzision und Eleganz philosophisch unbefriedigend, denn sie ist je nach

gewählten Voraussetzungen sehr unterschiedlich.

Sowohl das Umfangsprinzip, als auch der Existenzquantor lassen sich

wie gesehen unterschiedlich au�assen. Daraus folgt aber auch, daÿ der Neo-

Logizismus nicht wirklich eine Entscheidung über den Status mathematischer

Objekte liefert. So wird zwar eine vollständige Beweisführung gegeben, die

eine präzise Aussage über den Status der Objekte erlaubt, allerdings hat sie

eine entscheidende Schwäche: Zwar wird eindeutig geklärt, daÿ mathematische

Objekte abstrakte Objekte sind, aber der Status der abstrakten Objekte bleibt

für die Interpretation o�en.

Der Neo-Logizismus �ndet sich so unversehens an einer Stelle wieder, die

der Deduktivismus ganz bewusst einnimmt: Es bleibt dem professionellen Be-

trachter überlassen, welchen Isomorphismus er dem Formalismus überstreift.

Die Ontologie der Mathematik zu formalisieren hat Zalta unzweifelhaft für

zustande gebracht. Aber einen schlüssigen Isomorphismus, was also die Ab-

straktheit mathematischer Objekte meint, bleibt er schuldig. Zwar �nden sich

Antwortmöglichkeiten und auch seine Präferenz für eine dieser Möglichkeiten,

aber eine Lösung ist das nicht. Betrachtet man darüber hinaus die vielen in

den letzten 100 Jahren heftigst diskutierten Fragen, die Zalta nicht einmal an-

spricht, so bleibt eine interessante Formalisierung, aber sicherlich keine Lösung

der Grundlagenkrise übrig.
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